
Dipole	  Matrix	  Elements	  
	  
We	  really	  need	  to	  get	  good	  at	  the	  so	  called	  “dipole	  matrix	  elements.”	  	  In	  a	  few	  weeks	  
we’ll	  learn	  how	  to	  do	  these	  in	  general.	  	  For	  now	  we’ll	  settle	  for	  understanding	  some	  
of	  their	  symmetries.	  	  The	  dipole	  matrix	  elements	  are	  defined	  to	  be,	  
	  

 n,,m
r ′n , ′ , ′m = n,,m x ′n , ′ , ′m î + n,,m y ′n , ′ , ′m ĵ + n,,m z ′n , ′ , ′m k̂ .	  

	  
Let’s	  look	  at	  the	  x	  term,	  	   x ≡ n,,m x ′n , ′ , ′m = n,,m r sinθ cosφ ′n , ′ , ′m .	  
	  
In	  terms	  of	  the	  spherical	  harmonics,	  	  

 
x = Rn

* R ′n ′ r
3 dr Y

m*Y ′
′m sinθ cosφ dΩ∫∫ .	  

	  
This	  radial	  integral	  will	  be	  the	  same	  for	  x,	  y,	  and	  z	  so	  let’s	  just	  write	  it	  as,	  

 
x = ℜ(n, ′n ,, ′ ) Y

m*Y ′
′m sinθ cosφ dΩ∫ .	  

	  
The	  spherical	  harmonics	  can	  be	  written	  in	  terms	  of	  the	  associated	  Legendre	  
functions	  and	  exponentials	  in	  φ	  as	  in	  eq.	  4.32	  

 
x = ℜC(, ′ ,m, ′m ) P

m*(cosθ)P ′
′m (cosθ)sinθd(cosθ)∫ e− imφ (cosφ)ei ′m φ dφ
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∫ ,	  

 
x = ℜΘ(, ′ ,m, ′m ) e− imφ (cosφ)ei ′m φ dφ

0

2π

∫ 	  where
	  

 
Θ(, ′ ,m, ′m ) ≡ C(, ′ ,m, ′m ) P

m*(cosθ)P ′
′m (cosθ)sinθd(cosθ)∫ 	  

	  
Writing	  cosφ	  in	  terms	  of	  complex	  exponentials,	  

x = ℜΘ e− imφ eiφ + e− iφ
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The	  φ	  integrals	  are	  delta	  functions,	   x = ℜΘπ δ ′m ,m−1 + δ ′m ,m+1( ) .	  
	  
So,	   x 	  only	  has	  a	  value	  when	  m’	  =	  m	  ±	  1.	  	  Similarly,	  for	   y .	  	  For	   z ,	  

z = ℜΘ e− imφei ′m φ dφ
0

2π

∫ = ℜΘ ei ′m −m( )φ dφ
0

2π

∫ = ℜΘ2πδ ′m ,m .	  

	  
In	  summary,	  you	  will	  only	  get	  values	  for	   x 	  and	   y 	  only	  when	  m’	  =	  m	  ±	  1	  and	  you	  
will	  only	  get	  values	  for	   z 	  when	  m’	  =	  m.	  
	  


